Esercizi svolti e assegnati su integrali doppi e tripli

Esercizio 1. Calcolare

2xy
1= dxd
//R (22 + (1 4+ 2% + %) Y

R:{(aj,y)ER2 c x>0, y>0, x§x2+y2§2x}

ove

Svolgimento. Passo 0: per disegnare R, studiamo
Ci: 22+ —2=0, Co: 22 +13y>—-2x=0

“Completando il quadrato”, si osserva che

1\? 1
2 2 2
+ =0 & +y’ =
T Y-z <1’ 2 > Y 1

cioe C; ¢ la circonferenza di centro (%, 0) e raggio % analogamente
Co: (z—1)2+4y*=1

la circonferenza di centro (1,0) e raggio 1. Quindi R & la semicorona circolare compresa fra C; e C3 nel primo
quadrante.

Passo 1: cambiamento di variabili I'espressione analitica di f suggerisce 1'uso delle coordinate polari. Vedi-
amo come si trasforma R:

x = pcos(F),

y = psin(J),

p=a"+y’
I

{x <z2?+9y?<2r & peos(¥) < p? < 2pcos(V),
r>0,y>0 & Je|0,5]
Inoltre, ricordando che p > 0,
peos(v) < p? < 2pcos(v¥) < cos(¥) < p < 2cos(d).
Allora R — R, con
R= {(p,9) € 0, +00) x [0,27] : V€ [O, g} , cos(¥) < p < 2cos(9)}

¢ un “dominio normale in 9”.

Passo 2: calcolo 'integrale

2xy // 20> COS(’l?) sin(¥)
drdy = —————5——pdpd?
//R(x2+y2)(1+x2+y2) T Rass

m/2 sm(19
5 cos(V) sin(d)dpdd
/ Kos(ﬁ) 1+ p ( ) ( )

sin(¥)

= /O COS(19) sm(19) [ln(l + p2)] cos(?)

/2
= /0 cos (V) sin(v) [1n(1 +4cos?(1)) — In(1 4 cos?(9)) |d9 = I, — I



ove per o > 0 poniamo

/2
I, = / cos(¥) sin(0) In(1 4 o cos? (1)) dd
0
Effettuando il cambiamento di variabili z = cos?(¥) si ottiene
1 1
I, = */ In(1+ az)dz
2.Jo

che calcoliamo integrando per parti. Quindi

1 1 1
I, = —1In(1 — In(1 =
a=gl+a)+ o n(l+ae) -3

e allora

// 2zy dxdy
r@?+ 331+ 22+ %)

_ gln(f)) ~In(2)

Esercizio 2. Calcolare

I= /// zexp(z? 4 3?) dzdydz,
T

con T={(x,y,z)e]R3 : x2—|—y2§z§1}.

Svolgimento. Il dominio di integrazione T' ¢ dato dalle due condizioni
P +y* <z, 0<2<1

che individuano la regione compresa fra il paraboloide z = 2% + y? (che & una superficie di rotazione) e il
piano z = 1. Sia la geometria del dominio 7' (nella cui espressione analitica compare il termine 22 + y?) sia
'espressione di f (che contiene il termine x? + y?) suggeriscono I'uso delle coordinate cilindriche

x = pcos(),
y = psin(9), = dadydz — pdpdddz.
2=z

In coordinate cilindriche, il dominio 7" diventa
T: ze0,1, 9el0,2n], (pP*<ze0<p<Vz).

Quindi, integrando per fili in p si ha

vz 1 vz
I= // / zexp(p?)pdp | dddz = // z [ exp(p2)] dvdz
(0,27]x[0,1] \Jo (0,27]x[0,1] L2 0
1 2 1
:(/ 1d19> (/ z(ez—l)dz'):...:
2 \Jo 0

I= /// 2zz dxdydz,
T

ove T & il solido contenuto nel primo ottante e limitato dalle superficie y = 22 + 22 e y = 1.

o3

Esercizio 3. Calcolare




Svolgimento. Quindi T e dato da
T:{(x,y,z)6R3 cx>0,0<y<1,2>0, x2+z2§y}.

E naturale interpretare T' come dominio “normale rispetto all’asse y” e integrare per strati rispetto alle
variabili (z, z): infatti,

T - 0<y<1,
’ (,2) €Dy ={(z,2) eR?* : £2>0,2>0, 2®+22 <y}.

Applicando la corrispondente formula di riduzione per strati, si ha

= ( /. Mdz> .

Notiamo che per ogni y € [0,1] lo strato D, ¢ un disco di centro (0,0) e raggio ,/y: ¢ naturale calcolare
I'integrale esteso a D, passando alle coordinate polari

= )
(z,2) ~ (p,9) : v pc.os( ) = dadz — pdpdd
y = psin(V)
¢ 77
D, —-0<p< .y, Ogﬁgg.
Quindi
VY w/2
// 2zzdzdz = // 2p* cos(9) sin(¥) p dpd) = / p*dp / 2sin(¥) cos(d) dd
D, [0,,/y] x[0,7 /2] 0 0
1 ﬂﬂ { 1 LS
=|-p ——cos(29) = -y
[4 . 12 , 4
da cui
1t 1

Procedimento alternativo. Interpretare T' come dominio normale rispetto al piano xy e integrare per fili
in z, cioé osservare che

r>02>0 224+22<y o 0<z<Vy—a2, 0<ze <y

T { (z,y)

Quindi integrando per fili in z si ha

1://D (/Om%czdz) dxdy:...://D(xy—ac?’) dzdy.

Tratto U'integrale doppio su D osservando che D € un dominio normale in y e applico la relativa formula di
riduzione. Esercizio: ritrovare il risultato (1) applicando con questo procedimento alternativo.

e quindi
D={(z,y) eR?: 0<y<1, 0<z<y},

. . . . . .. . . . 2 2 2
Esercizio 4. Siano a, b, ¢ > 0 e si consideri il volume T racchiuso dall’ellissoide £y 4 %> 4- %y = 1. Calcolare

I= ///T (2® +y?) dedydz.




Svolgimento. Si osservi che

2 2 2
- 3 . x y z
T{(x,y,z)eR : a2+b2+62§1}

& simmetrico rispetto all’asse x, all’asse y, e all’asse z. Inoltre la funzione integranda e chiaramente pari in
x,in y e in z (visto che non dipende da z). Allora & facile vedere che

1:8/// (:E2 —yz) dzdydz
Ty
2

2 2
x Y z
con T+:{(x,y,z)€R3: ﬁ—i-bj-l-cfzﬁl7 x>0,y>0,z>0}.

La geometria del dominio di integrazione suggerisce il passaggio alle coordinate sferiche generalizzate
x = apcos(V) sin(g),
y = bpsin(¥) sin(¢), = daxdydz — abcp?®sin(¢) dpddde
z = cpcos(o),

e il dominio 7'} diventa un parallelepipedo

T, — [0,1] {0, q x {0, g}

Quindi
I= ///[071]X 05][0.1] (a®p? cos®(9) sin® (@) + b*p” sin®(9) sin*(¢)) abep® sin(¢) dpddde

= 8abc ///[0,1]x[0, (a®p* cos?(¥) sin® (@) + b p* sin®(9) sin®(¢)) dpddde

5]x[0.5]
8abc ( /0 1 P dp) ( /0 " sin®(¢) d¢) <a2 /0 " cos?(¥) dd + b? /0 " sin? () dﬁ)

£

1 2
—Sabc-g-g-(a

4
= Bﬂabc (a2 + b2) .

Esercizio assegnato. Calcolare

I= /// 2% dedydz
T

con 7' il volume racchiuso dall’ellissoide %2 + % + % =1

Risposta:
1 =2007.

Esercizio 5. Calcolare )
I:/// —— dadydz
T \/2? + 32

T:{(ac,y7z)R3 a4yt 22 <, 2?4y < 2P 220}.

con




Svolgimento. La geometria del dominio T (intersezione di una sfera con un cono, nel semispazio {z >
0}), cosl come l'espressione analitica della funzione integranda, suggeriscono il passaggio alle coordinate
cilindriche. A questo scopo, osserviamo che

(P +y”+22 <L 2?4942 <% 220) & (0<2<1, 0<2”+3% <min{z*1-2%}).

Quindi passando alle coordinate cilindriche

x = pcos(1),
y = psin(d), = dadydz — pdpdidz.
2=z

il dominio T" diventa
T: 20,1, 9e€[0,27], 0<p<a(z):=+/min{22,1— 22} = min{z, V1 — z}.

E facile vedere che
< Q

“(Z){W cP<ic

Allora, interpretando T’ come “dominio normale” rispetto al piano ¥z e integrando per fili in p

1= [ Spapaoac= [ 01]( dp> a0
([ 190) ([ w059

V2/2
=27 / zdz / V1-—22dz|.
0 V2/2

o
IN

—_

Con il cambiamento di variabile

z = sin(t)
calcolo
1 w/2 /2 ¢ in(t ¢ /2 1
/ \/1—z2dz:/ \/1—sin2(t)cos(t)dt:/ cos?(t) dt = [—f—sm()cos()] _T_T_Z
V2/2 /4 x/4 2 /4 4 8 4

D’altra parte

Quindi

Esercizio 6. Calcolare il volume V del solido ottenuto ruotando intorno all’asse z la figura piana, contenuta

nel piano yz
G={(y2)eR?: Va—1<y<Vi—z 1<2<2}.




Svolgimento. Applico la formula (ottenuta usando le coordinate cilindriche) per il calcolo del volume dei

solidi di rotazione
V= 27r// pdpdz,
G

G:{(p,z)€[0,+oo)xR: Vze—1<p<Vi4-—z, 1§z§2}.

Allora, osservando che G & un dominio normale in z,
2 \/472’ 2 1
V=27T/ / pdp dz:27r/ 5(4—2—(z—1))dz:...:27r.
1 Z2—1 1

Esercizio 7. Data una costante a > 0, calcolare il volume del solido

con

T={(z,y,2) eR® : 2® +y*>+ 2> <3a? 2 +y* < 2az}

Svolgimento. T & l'intersezione fra

e il volume racchiuso dalla superficie sferica di centro (0,0,0) e raggio v/3a

o il volume racchiuso dal paraboloide ellittico con base circolare 2 + y? < 2az
Interpreto 7' come dominio normale rispetto al piano xy. Graficamente, si vede che

e (x,y) variano nel disco chiuso D, il cui bordo & la proiezione sul piano zy della circonferenza data
dalla proiezione dell’intersezione tra la superficie della sfera e il paraboloide. Quindi individuo la
circonferenza intersezione fra superficie sferica e paraboloide

2% +y? + 2% = 3a?
2% +y? = 2az

4

22424z —3a2=0 = z=—-3a,z=a
z = —3a non accettabile. La circonferenza intersezione &
C: z?+y?=2a(a) = 24d%, nel piano z = a,
la cui proiezione sul piano zy ¢ 2 4+ y? = 2a%. Quindi

D= {(z,y) e R* : 2> +y* <2a°}
e per (z,y) € D fissato, esplicito i vincoli su z:

22> 5o (2 +97)
2 < y/3a2 — 22 — 42

Integrando per fili, calcolo

/302 — 22 — 42
vol(T) = /// ldzdydz = // /1 1dz | dady
T D

32 (2% +9?)

://D (m_ Qla(muy?)) drdy



Calcolo l'integrale doppio passando alle coordinate polari
D — D = [0,v2da] x [0, 2n]

quindi

27 V2a 1 1 1 V2a
vol(T) = //0 (/0 (V3a2 — p? — 2(1p2)pdp> dd =27 [—3(3(12 —p?)?? - p‘ﬂ

:,..=2m3<\f—2)

(2)

Procedimento alternativo (I): integrare per strati
e 7' NON E dominio normale risp. asse z, ma ragionando graficamente si vede che

T =T, UT,, Ty, T, normali rispetto asse z

T, . { a<z<\/§a

x2—|—y2 < 3a% — 22

e si ha

/// 1ldxdydz = /// 1dxdydz—|—/// 1dxdydz
T T T

e calcolo i due integrali con la riduzione per strati

Esercizio assegnato: ritrovare il risultato (2) seguendo questoprocedimento.

Procedimento alternativo (II): usare i cambiamenti di coordinate. Osservare che
T=TUT,
con
e T): il volume racchiuso dal paraboloide 2az = 22 + 3 e dai piani z =0 e z = a.

o T5: il volume racchiuso dalla superficie sferica 2% 4 y? + 22 = 3a? e dal piano z = a.

Allora
vol(T') = vol(Ty) + vol(T»)

e calcolo vol(T) passando alle coordinate cilindriche, vol(T3) passando alle coordinate sferiche.
Esercizio assegnato: ritrovare il risultato (2) seguendo questo procedimento.

Esercizio 8. Usando un’altra formula di riduzione, calcolare

2
I= // </ exp(zQ)dz> dzdy
p \J32 1)

2

ove
D= {(z,y) eR* : 2> +y* <4}.




Svolgimento. e La primitiva della funzione z — exp(z2) non & una funzione elementare,

2
impossibile calcolare / exp(z?) dz
3 (22+y?)

e Calcolo I cambiando I'ordine di integrazione.

I= / / /T exp(z?) dedydz,

1
TZ{(%%Z)GR?’ ca? 4y <4, 2(x2+y2)<z<2}

con

T ¢ intersezione fra
e il cilindro solido retto infinito, di base 22 + y? < 4,
e e il volume racchiuso dal paraboloide (22 +y?) =z, con 0 < z < 2.

Di fatto 1
T: 0<2<2, §(x2—|—y2)§z

¢ un dominio normale rispetto all’asse z. Calcolo I integrando per strati

2 2
= / / / exp(s*) dedy | dz = / exp(z?) - area({z? +y* < 22}) dz
0 {z24y2<2z} 0

2
:71/ 2z exp(z?) dz
0

=7 [exp(zZ)](Z) =n(et —1).

Esercizio 9. Calcolare

1
I = [// dxdydz
T (:r2+y2+22)1/2 Y

T:{(:v,y,z)ER?’ : 22§x2+y2§22—z2}.

ove T

Svolgimento. Si noti che
24yt <2:-2% o P24+ (-1 <1
Quindi T & 'intersezione di

22 4+ y? > 22 complementare di 22 + y? < 22
2?2 +y? < 22— 2% sferacon C = (0,0,1) r=1

La presenza di 22 + y2 nella definizione di T suggerisce le coordinate cilindriche, quindi

) 9 € [0, 27],

T — T:
22§p2§2z—22

Noto che
2 <2222 & z€[0,1]



quindi
¥ €[0,2n], z €[0,1]

2 < p<V2z— 22

¢ dominio normale “rispetto al piano ¥z”. Quindi

V2z—22
I_/// ddﬁdz—// / P4y dvd-
1/2P p 271X, (p2+22)1/2 P
2z—22
_271'/ [(p +z )1/2} dz
0 z

:271-/01(\/%—\[%) dZ:...:gﬂ'.

T:

Esercizio 10. Calcolare il volume del solido

T={(z,y,2) eR® : (-2 +y> <z<8—da}.

Svolgimento. E naturale intepretare T' come dominio normale rispetto al piano xy, cioe della forma
(x,y) €D, (x—2)°+y*<2<8—4x.

Per determinare D, osservo che segue dall’espressione di T' che deve essere

(-2 +9y* <8—dx & (z—-2)%+9°+4(2z-2)<0 & (v-2)2+4(x—2)+4+y> <4 & 22+y° <4

Allora

T (v,y) € D: 22 +y? < 4,
Tl (-2 +yt<z<8—4dx

e, integrando per fili

8—4x
vol(T // / 1dz | dedy = // (4 —z? - y2) dzdy.
(z—2)2+y? D

Passando alle coordinate polari, calcolo

2
// (4—x2—y2) dxdyz// (4_p2)pdpd19:2ﬂ-/ (4p—p3) dp =27 (8 —4) = 8.
D [0,2]x[0,27] 0

Esercizio 11. Calcolare
1= // zeY dxdydz,
T

T:{(w,y,z)éR?’ st 422 <4, <0, 2> 0, xSySO}.

ove




Svolgimento.

Si osservi che T' € un dominio “normale rispetto al piano zz”:

T (r,2)€D: <0, 2>0, 22+ 22 <4
“lz<y<0.

Calcoliamo allora I riducendo per fili nella variabile y:

-/ </Oydy> dadz = [ 20— ) aua:

Per calcolare quest’ultimo integrale doppio, ¢ possibile procedere in due modi:

1. interpretare D come dominio normale in x:

—2<x<0 (conseguenza dei vincoli z < 0, 2 < 4),
D 2 - ; 2 2
0<z<+v4—22 (conseguenza dei vincoli z > 0, 22 < 4 — x?)
Quindi (esercizio: completare i conti!!!)

//Dz(l_ez)dzdz_/z (/m

z(l—em)dz> da::...*§
0

—3e 2
2. passare alle coordinate polari nelle variabili (z, z): in questo modo,
. 0 S 14 S 2a
D — D: { o<,
Quindi (esercizio: completare i conti!!!)
// z(1 —€*)dxdz = // psin(¥)(1 — exp(pcos(¥))) pdpdd
D [0,2] x [7/2,7]
2 ™
—/ p (/ psin(¥)(1 — exp(pcos(z?)))dﬂ) dp
0 /2
/2 /Tr d (1 —exp(pcos(¥)))dd | d > 3e 2
= —(1—ex =...=<— .
AV p(p p 3

Esercizio 12. Calcolare

I= /// zy? dedydz
P

ove P ¢ il parallelepipedo avente come facce opposte i due quadrati, rispettivamente determinati dai vertici

A=(0,0,0), B=(1,0,0), C=(1,1,0), D=(0,1,0)
e da

E=(1,0,1), F=(201), G=(21,1), H=(11,1).

Svolgimento.

Graficamente si vede che P & il volume compreso fraipianiy=0,y=1,2=0,2=1,¢
i piani passanti, rispettivamente, per i punti A, D, E, H e B, C, F, GG. Si vede che questi due piani hanno,
rispettivamente, equazione r = z e x = z + 1. Quindi

P:{(x,y,z)ER3 :0<y<1,0<2<1, z§x§z—|—1}.

10



Quindi P si puo vedere come dominio normale rispetto al piano yz:

P:{m@emuxmm
z2<x<z+1

Integrando per fili in z, si trova

z+1
1
I= // (/ zy? dx> dydz = // v = ((z+ 1)? - 22) dydz
0,1]x[0,1] \J= [0,1]x[0,1] 2
1 1 1
= (/ y2dy> (/ (2z—|—1)dz> =...
2 \Jo 0

Esercizio 13. Calcolare

I = /// zdxdydz,
T

1.2 y2 22
T:{((E,y72)€R31 a72+b72+072_1§07 Z>0}

con

date a, b, ¢ > 0.

Svolgimento. T & la porzione di ellissoide solido compresa nel semispazio {z > 0}.
Interpreto T' come dominio normale rispetto al piano xy:

e esplicito i vincoli su z:

z>0 2 2
. . e e 0<a<qfl- oY
Sci-g-4 @b
2
e trovo D imponendo che 1 — %5 — %3 > 0:

2 2
D={(x,y)eR2 :;+y<1}

Uso la formula di riduzione per fili

61/ oz Yy
D 0

zdz | dzdy

C2 $2 y2
= — 1— — — 2=
2 //D ( a? b2> dudy

Calcolo l'integrale doppio passando alle coordinate ellittiche

x = apcos(V), dzdy — abpdp
y = bpsin(0), D — D=10,1] x [0, 27]

11



quindi

02 27 1
I= —/ (/ (1- p2)abpdp> dv
2 Jo 0

1 1,]"
— rab? | =2 — 8
mabc {2p 4p .

mabc?
4
Procedimento alternativo: usare le coordinate sferiche generalizzate!!

Esercizio 14 (svolto a lezione). Calcolare il volume del solido

T:{(z,y,z)GRS : x2+y2+22§y}

Svolgimento. Nella definizione di T' compare x2 + 32 + 22 quindi uso le coordinate sferiche!

x = pcos(9) sin(¢)
y = psin(9) sin(¢)
z = peos(¢)

Quale ¢ la trasformazione T' — T'?7

e Impongo
224+ +2<y & p? < psin(¥9) sin(g)

< p(p—sin(d)sin(¢)) <0
& p < sin(¥) sin(¢)
e In particolare
sin(@)sin(¢) >0 *L7 sin@) >0

& 9 € [0, 7]
Quindi
Ve [0,7], ¢ €[0,m],

T - T:
0 < p < sin(9) sin(¢)

N.B. T ¢ dominio normale risp. al “piano 9¢”.

Quindi

vol(T) = /O i ( /O i ( /0 e p*sin(¢) dp> d¢> dd = /0 i ( /0 i sin(e) - Wd¢) a0
< /O i sin?(¢) dqzﬁ) . ( /O i sin®(9) dﬁ)

Wl

12



Calcolo

/O " sin®(9) d9 = /O " sin(9) do - /0 " sin(@) cos?(9) df = ... = X

/sm )do = /sm )(1 — cos*()) do

Calcolo

& Facile conto:

JAEROLTS

0

bl 3

& Calcolo _
/ sm2(¢) cos?(¢) de
0

int. parti

,é /0 cos(@) cos®(¢) do + % [sin(¢) cos(9)] g

3
Q
o
17}
S
<
S~—
Q.
ASH

3

(1 —sin*(¢))* dg

3

Wl Wl Wik Wl

— o — —

(1 — 2sin(6)) dg — ;/Oﬁ sin(¢) do

3

<
=]
N
—
<
=~
o,
hASS

perché i
/ (1 —2sin?(¢))de =0
0
& Allora

quindi

Esercizio 15 (svolto a lezione). Calcolare

I= /// In(z? + y? + 2%) dedydz
T

B = { )€ R : 22+ y2 +22< 1} sfera unitaria

ove il solido T'e BN C, con

C= { YER? : 22 42 < 2% 2> O} porzione di cono solido nel semispazio {z > 0}

13



o L’espressione x2 + 42 + 22 compare nella funz. integranda e in B, quindi passo alle coordinate sferiche!

x = pcos(9) sin(¢)
y = psin(¥) sin(¢
z = peos(¢)

=

e Come T — T7?
Osservo che
[ del2n], g€ o,

B— B :
pP<1l & pel01]

Per quel che riguarda la trasformazione C' — C, osservo innanzitutto che, poiché considero la porzione di
cono solido nel semispazio z > 0, ho subito

0em2ﬂ,¢e{mg]

Ora esprimo in coordinate sferiche la condizione z2 + y? < 22: si ha

2 cos?(19) sin?(¢) + p? sin? () sin?(¢) < p? cos?(¢)

hS)

?(sin®(¢) — cos®(¢)) <0
2(sin(¢) + cos(¢))(sin(¢) — cos(¢)) < 0
in(¢) < cos(¢) = ¢€0,%]

BTN

wn

Quindi
¥ € [0, 27],
T—T: pe0,%],
p€[0,1]
e Calcolo

I= In(p?)p? si dodvd
///[0,1}x[0,g]><[0,27r] n(e")p” sin(@) g ¢
w/4 1
=2 in(¢)d *In(p®)d
7r</ sin(9) ¢>/ o In(s?) dp

1 1 p3 1 p3
2/ p*In(p)dp = —2/ ——dp+2|=In(p)
0 0o 3p 3

& Integrando per parti
1

0
3

2 [ 2
- —g/O prdp+ gln(l) — 2};%% In(p)
_ 2
)
¢ Quindi
I =2r [~ cos(¢)]p* (—3)
Aﬁgﬂﬁfu
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